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LINEAS  DE  INFLUENCIA 

6 . 1  CONSIDERACIOXES  GENERALES 

Si  bien  en  el  tratamiento  del  tema,  por  simplicidad  nos  referimos  a  casos  de  vigas,  la  generalizacion  a 
otros  tipos  de  estructuras  es  casi  inmediata  y  no  requiere  de  nuevos  conceptos  a  los  necesarios  en  nuestro 
tratamiento. 

La  posibilidad  de  cargas  moviles  implica  la  necesidad  de  obtener: 

a)  las  solicitaciones,  deformaciones,  etc.,  que  produce  una  carga  (o  un  estado  de  cargas)  para  distintos 
puntos  de  aplicacion  de  la  misma. 

b)  El  estado  mas  desfavorable  de  aplicacion  de  la  carga,  que  trae  aparejada  las  mayores  solicitaciones 
o  deformaciones,  y  con  las  cuales  tiene  que  ser  evaluada  una  seccion  dada 

Estas  dos  necesidades  deben  ser  tenidas  en  cuenta  en  todas  la  secciones  de  la  viga,  o  por  lo  menos,  en 
varias  secciones  caracteristicas  segun  las  circunstancias. 

El  trazado  de  diagramas  o  Lineas  de  Influencia  nos  permite  una  adecuada  respuesta  a  las  dos 
necesidades  y  su  utilizacion  es  casi  imprescindible  en  el  caso  de  estudios  de  puentes,  puentes  grua,  etc., 
donde  las  cargas  moviles  (p)  tienen  una  cierta  importancia  con  respecto  a  peso  propio  o  carga 
permanentes  (g). 

6 . 2  DEFINICION  DE  LINEAS  DE  INFLUENCIA 

Definiremos  como  lineas  de  influencia  de  una  solicitacion  (o  deformacion),  en  la  seccion  A-A,  a  un 
diagrama  tal,  que  su  ordenada  en  un  punto  i  mida,  en  una  determinada  escala,  el  valor  de  la  solicitacion  en 
la  seccion  A-A  (o  de  la  deformacion),  cuando  en  el  punto  i  de  referenda  actua  una  carga  de  valor  unitario. 

En  el  caso  de  la  figura,  diremos 

que  JJmha)  es  la  Linea  de  Influencia 
del  momento  flector  en  A,  si  se 
cumple  que  la  ordenada  5; 
representa  el  valor  del  momento 
flector  en  A  para  una  carga  P  =  1 
aplicada  en  el  punto  i. 

Mf  (A)  =  8j  *  (escala  de  L.  de 

I.)  para  P  =  1  aplicada  en  i 
Si  P  ^  1  se  cumplira: 

Mf  (A)  =  P  *  5;  *  (escala  de  L.  de  I.) 

Esto  mismo  puede  aplicarse  para  otros  estados  de  carga  y  otras  solicitaciones,  reacciones  , 
deformaciones,  etc. 

6 . 3  LINEAS  DE  INFLUENCIA  EN  SIS  I  EMAS  ISOSTATICOS 

Recordemos  algunos  elementos  basicos  aplicados  en  sistemas  isostaticos  simples  a  fin  de  apreciar  las 
similitudes  y  diferencias  con  el  tratamiento  que  daremos  a  las  vigas  hiperestaticas.  Nada  mejor  para  esto 
que  la  aplicacion  del  Principio  de  los  Trabajos  Virtuales,  en  el  metodo  de  la  Cadena  Cinematica  en  una 
viga  isostatica  de  dos  tramos  para  distintos  casos  de  solicitaciones,  o  Metodo  Analitico. 


1 


ESTABILIDAD  III  -  CAPITULO  VI:  LINEAS  DE  INFLUENCIA 


Pag  2 


6.3.1  LINEA  DE  INFLUENCIA  DE  UNA  REACCION 


RA 


A 

p  =  1 

n  B _ C 

t  1  ^ 

,  2/3  1  - 

s  > 

P=  1 

r 

V 

A 

A 

IjRA 


carga  unitaria  aplicada  en  i,  donde 


A, 


Deseamos  la  L.  de  I.  de  RA  que  denominamos 
con  Pra.  Eliminamos  el  apoyo  A,  colocamos  el 
esfuerzo  correspondiente  al  vinculo  suprimido,  y 
damos  un  desplazamiento  Aa  en  el  apoyo  al 
mecanismo  formado.  Por  aplicacion  de  P.T.V.: 
-RaAa  +  ltn.pj  =0 
„  ltn. 

RA=rli  —  'Ira  =  Pi 

Aa 

Donde  vemos  que  RA  es  proporcional  a  la 

coordenada  77,  0  sea  que  7ji  en  una  determinada 
escala  puede  representar  el  valor  de  RA  para  una 

se  puede  incorporar  como  factor  de  escala. 


6.3.2  LINEA  DE  INFLUENCIA  DEL  MOMENTO  ELECTOR 


A 

P  =  1 
H 

l  \ 

r 

B 

c 

A 

H 

A 

w 

A 

Deseamos  la  L.  de  I.  del  MfH  en  la  seccion  HH. 
Para  ello  eliminamos  el  vinculo  que  transmite  el 
momento  en  dicha  seccion  introduciendo  una 
articulation.  A  la  cadena  cinematica  formada,  doy  un 
desplazamiento  virtual  y  aplico  el  P.T.V  despues  de 
explicitar  el  Mfn  en  la  seccion  (+  traction  abajo). 

-  Mf  H  A  H  +  ltn.p  j  =  0 

a  /rf  ltn- 

D  MfH  =  D  i 


Con  las  mismas  condiciones  anteriores  podemos 
decir  que  el  diagrama  cinematico  es  en  una  determinada  escala  la  linea  de  influencia  buscada. 


6.3.2  LINEA  DE  INFLUENCIA  DEL  ESFUERZO  DE  CORTE 


A  H 

P=  1 

i  1 

r  B  C 

^  H 

1  •  ▲ 

1 


Aplicando  el  P.T.V. : 

Qh-Ah  -Itn.rh  =0 

itn. 

Qn='11—  ••  Iqh  =rli 

ah 


para  el  esfuerzo  de  corte  Qh  eliminamos 
un  vinculo  al  introducir  en  H-H  un 
mecnismo  como  el  siguiente: 


Qh 


+ 


1?" 
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6.3.2  LINEA  DE  INFLUENCIA  DEL  ESFUERZO  NORMAL 


En  este  caso  se  introduce  un  mecanismo  que  no  transmite 
esfiierzos  normales: 

Se 

(+)  Traccion  . 

pued 
en 
halla 
r  los 

centres  de  rotacion,  y  el  deplazamiento  de  AH  en  la  direccion  de 
Nh  por  aplicacion  del  P.T.V.  y  la  teoria  de  Cadena  Cinematica. 

Analicemoslo  aeste  caso  en  forma  analitica,  que  permite  una 
buena  visualizacion  del  problema: 


RA  =  It : 


(l-x)  ,  f 

■S - -  —  It 


1 


.  A 


1 - 

V  1 


para  P  =  It  entre  0  <  x  <  a 
Nh  =  (lt-RA)cos  a 

M  u*x  |x  =  o^nh=o 
N„  =  It  *  —  cos  ax 


x  =  a->Njj  =  y  cos  a 


para  P  =  It  entre  a  <  x  <  1 


Nh  =  -RAcos  a 


NH=-lt 


1- 


1 


cos  a< 


X  =  a  ->  Nit  =  -11  - 


x  =  1  ->  Nh  =  0 


-J cos  a 


Metodos  analogos  a  los  problemas  isostaticos  aparecen  en  los  casos  hiperestaticos,  con  algunas 
variantes. 

Desarrollaremos  alguno  de  estos  metodos  en  los  proximos  puntos. 


6 . 4  LINEA  DE  INFLUENCIA  EN  SISTEMAS  HIPERESTATICOS 


Analicemos  por  distintos  metodos,  una  viga  continua  de  cuatro  tramos  (grado  3  de  hiperestaticidad) 

6.4.1  METODO  POR  PUNTOS 

Es  un  metodo  cuya  explicacion  es  inmediata,  basada  en  la  aplicacion  de  la  definicion  de  L.  de  I. 
Supongamos  que  la  L  de  I  del  Momenta  flector  en  A-A  (T|m£a)- 

Dividamos  cada  tramo  de  la  viga  en  partes  iguales  (cuyo  largo  dependent  de  la  precision  requerida) 
que  en  nuestro  caso  es  igual  a  6  partes. 
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Coloquemos  P  =  ltn  en  el  punto  1.  Calculamos  el  MIa  para  esa  carga  (r)  i)  y  al  valor  (en  una 
determinada  escala)  lo  dibujamos  debajo  del  punto  1  (E). 

Corremos  P  =  ltn  al  punto  2.  Calculamos  el  MTa  para  esa  carga  (r|2)  y  al  valor  lo  dibujamos  debajo 

del  punto  2  (2'),  y  as!  sucesivamente  para  todos  los  puntos  (3,  4, . ,  23,  24). 

Unimos  los  puntos  O',  1',  2' . ,  23',  24'  mediante  curvas  o  poligonales,  y  por  la  forma  de  su 

construccion  esta  curva  o  poligonal  es  la  L  de  I  buscada  (r|MfA). 

El  metodo  puede  ser  largo,  segun  el  numero  de  puntos  elegidos,  pues  para  cada  uno  es  necesario 
resolver  un  hiperestatico. 

Dichos  calculos  se  pueden  facilitar  con  la  utilizacion  de  computadora,  utilizacion  de  la  matriz  (3  para 
los  distintos  estados  de  carga,  o  la  utilizacion  de  condiciones  de  simetria,  si  la  estructura  fuera  simetrica. 

6.4.2  METODO  I)E  MULER-BRESLAU  (Aplicacion  de  Betti  -  Maxwell) 

6.4.2a  Llnea  de  influencia  de  deformaciones 

Sea  la  viga  de  la  figura,  y  queremos  calcular  r|(pB  (Linea  de  Influencia  de  la  rotacion  del  nudo  B).  Para 
ello  aplicamos  en  el  nudo  B  la  carga  correspondiente  con  la  deformacion  cuya  L  de  I  se  busca,  en  este 
caso  un  momento  unitario  M  =  1 . 


M  =  1 


Resolvemos  la  viga  y  con  las  solicitaciones  hallamos  la  elastica  para  ese  estado  de  cargas. 
Demostraremos  que  esta  elastica  es  la  L  de  I  de  la  rotacion  (pB  (E|<pb)- 

Para  ello  aplicamos  P  =  1  en  un  punto  generico  i,  hallamos  la  elastica  y  la  rotacion  cpB  para  este  estado 
de  carga. 

Aplicamos  el  teorema  de  Maxwell  entre  estos  dos  estados  de  carga: 

M.cpB=P.r|i  ;  siendo  M  =  1  tnm  y  P  =  ltn 
ltm 


cpB  =  Pj  .[Escala  deL.de  I.]  =  r^g 

Es  decir  que  en  una  escala  determinada,  la  primer  elastica  representa  cpB  para  cada  punto  i,  o  sea  es  su 
Linea  de  Influencia. 
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Aplicamos  ahora  un  segundo  estado  de  cargas  P  =  1  en  un  punto  i,  junto  con  el  verdadero  valor  de  la 
reaccion  Ra  para  esta  carga,  por  lo  cual  el  descenso  Aa  debe  ser  igual  a  cero.  Aplicando  el  teorema  de 
Maxwell: 

ltn 

P*Aa  =-RA.A  +  P.iii  =0  Ra=—  P; 


Ra  =  P ;  [Esc.  deL.de  I.]  =  pRa 


6.4.2c  Lfnea  de  influencia  de  una  Solicitacion 


A 


A  ZA 7  7 

M  =  1 

i  ;  _ 

A  Z 

Z  A 

4 z 

Pi 

v  z 

/ 

N  z 

s  4 

(elastica) 

’Rii'a 

p= i 

r. 

A  L 

2  z 

MfA 

z  z 

Z  A 

(elastica)  '  ^ 

AcpA 

Sea  la  viga  con  una  seccion  A  -  A  en  la  cual 
queremos  la  L.  de  I.  del  momento  Hector  en  A 

(  Hmi'a  )• 

En  A  eliminamos  el  vinculo  que  resiste  el 
momento  Hector,  es  decir  colocamos  una 
articulacion,  y  ademas  aplicamos  un  par  de 
momentos  M  =  1 .  Hallamos  las  solicitaciones  y 
la  elastica,  que  demostraremos  es  la  L.  de  I. 

HMfA  • 

Para  ello  aplicamos  en  un  punto  generico  i 
una  carga  P  =  1  y  el  valor  del  verdadero  MfA 
que  corresponde  a  la  viga  original  para  dicha 
carga.  La  viga  con  la  carga  P  =  1  y  MfA  se 
comportara  como  la  original,  que  por  no  tener 
en  A  una  articulacion,  no  sufrira  en  dicho 
punto  una  rotacion  relativa  y  por  lo  tanto  AcpA  = 
0. 


Aplicando  el  Teorema  de  Maxwell: 

M-A<pa  =  Prh -MfA.A  =  0  MfA  =  1^q1  MfA  =Pi[Esc.deL.deI.]  =  pMfA 


Veamos  ahora  en  la  misma  seccion  la  L.  de  I. 

Iq= i 


del  esfuerzo  de  corte  QA  (Hqa).  Aplicamos  en  A  el 
mecanismo  de  6 . 3 . 3,  con  un  par  de  Q  = 
1. 


Hallamos  las  solicitaciones  y  la  elastica 
sera  la  L.  de  I.  buscada  (ljQA). 

Aplico  P  =1  en  i  y  en  A  el  verdadero 
valor  de  QA  con  lo  cual  el  desplazamiento 
relativo  normal  al  eje  de  la  barra  en  la 
seccion  A  sera  nulo  (Aa  =  0). 

Aplicando  el  Teorema  de  Maxwell: 

Q*.Aa  -P.rp  -Qa.A  =  0 
ltn 

Qa=T”‘ 

Qa  =il,[Esc.deL.deI.]  =  r|Q4 


6 . 4 . 2  d  Lfnea  de  Influencia  por  superposicion  de  efectos  (Matriz  (3) 
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Para  aprender  este  metodo  vamos  a  trabajar  con  una  viga  continua  que  posee  cuatro  tramos,  o  sea  con 
tres  incognitas  hiperestaticas  ;  en  forma  generica  idicamos  que  esa  viga  tiene  un  apoyo  fijo  y  los  demas 


A 


7T 


7T 


7T 


A 


moviles. 

Por  el  metodo  de  las  fuerzas,  en  funcion  del  isostatico  fundamental  adoptado,  en  una  seccion  generica 
A,  el  momento  viene  dado  por  la  expresion: 

Ma  =  Ma  +XjMa  +  X2M2  +  X3Ma 

Si  quisieramos  conocer  q  mA  ,  deberiamos  identificar  en  la  expresion  que  factores  dependen  del  estado 
de  cargas.  Elios  son:  Mq  ,X1?X2  yX3.  Sera  entonces: 

\A  =P|mA  +Tlx,Mf  +^X2M2  +  Tlx3Mf 


Para  obtener  las  lineas  de  influencia  de  las  incognitas  hiperestaticas  utilizamos  las  propiedades  de  los 
coeficientes  P  vistos  en  el  Capitulo  2  en  el  tema  de  Matriz  p.  Recordemos  que: 

A  =  S10  Pj!  +  (520  Pi2  + . +  8n0  Pin  =  ^§j0  Pij 

j=i 

donde  X;:  incognita  hiperestatica 

5jo:  termino  que  depende  de  las  cargas  exteriores. 

Pij  =  Pj;:  coeficiente  independiente  de  las  cargas  exteriores. 

Si  queremos  la  linea  de  influencia  qxi  en  nuestra  viga 

Plxi  =  n810  -Pil  +  ’1620  -Pi2  +  ^630  *Pi3 

Analicemos  por  etapas  las  distintas  L.  de  I.  que  pueden  aparecer  en  nuestra  estructura 


Linea  de  influencia  del  termino 

6j0 

Definimos  el  isostatico 
fundamental  con  las  incognitas  Xi, 
X2,  X3(momento  en  los  apoyos 
intermedios)  aplicando  articulacion 
en  los  apoyos  1,  2  y  3.  Aparecen  los 
5jo,  rotaciones  relativas  en  el  apoyo  j 
(corrimientos  correspondientes  con 

Xj). 

De  acuerdo  con  6.  4.  2.a  para  la 
L.  de  1.  de  810  (77510)  debo  calcular  la 
elastica  para  la  carga  Xi=  1.  En 
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forma  similar  se  precede  para  77320  y  77330. 


Lfnea  de  influencia  de  una  incognita  X,- 


>7x2 


De  acuerdo  copn  lo  visto: 

TlX!  =  D 510  P 1 1  +rl62oPl2  +1l83oPl3 

rlx2  =  D  S10  P 2 1  +  D  52o  P 22  D  030  P 23 

rlx3  =  P31  +  D  s20  P32  +  D  530  P33 


Donde  los  diagramas  77x1,  77x2  y  r/x3  son  combinaciones  lineales  de  los  775,0 ,  77520 ,  y  7753, 


Lfnea  de  influencia  de  una  solicitacion  (Mf) 


7T 


7T 


7T 


Hallaremos  la  L.  de  I.  del  momento  flector 
A  en  el  punto  A  ( r|Mf-A  )  del  hiperestatico. 
Sabemos  del  Capitulo  II: 


Mf  =M„ 


■XjMf  +X2Mf 


-X3Mf 


y  por  lo  tanto  sera: 


V  =t1Ma+11x1 


M 


Mf +nx  Mf 


hx2 

Donde  seran: 

n  A  :  L.  de  I  del  MA  en  el 

isostatico  fundamental 

Yrlx3 :  L-  de  I  de  la 

incognitas  hiperestaticas 
(  Xu  X2  y  X3) 

Mf  ,Mf  yMf :  Momento  en 
seccion  A  del  isostatico  para 


cargas  Xi  =  1;  X2  =  1;  X3  =  1, 


respectivamente. 
r)  :  linea  de  influencia  del  Mfx  del  hiperestatico. 

Analisis  similares  se  pueden  realizar  para  las  reacciones  de  apoyo,  los  esfuerzos  N  y  Q  0 
deformaciones. 


6 . 5  DIAGRAMAS  ENVOLVENTES 

SOLICIT ACIONES  MAXIMAS  Y  MINIMAS 


Como  ya  hemos  visto,  el  diagrama  de  Lineas  de  Influencia,  nos  sirve  para  calcular  una  Reaction, 
Deformation  0  Solicitacion  para  una  carga  0  el  estado  de  cargas  dado,  pero  tambien  para  aplicar  la  carga 
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en  el  lugar  que  produzca  un  efecto  maximo  (o  minimo)  y  por  lo  tanto  posibilita  el  estudio  de  las 
condiciones  mas  desfavorables. 

La  ubicacion  de  las  cargas  en  determinados  lugares,  nos  dara  entonces  las  solicitaciones  mas 
desfavorables,  para  las  cuales  debemos  dimensionar  o  verificar  las  secciones. 

Con  las  solicitaciones  maximas  y  mlnimas  en  distintas  secciones  crlticas  (o  en  todas  las  secciones) 
obtendremos  "diagramas  envolventes"  con  tecnicas  que  dependeran  del  tipo  de  estructura  y  del  tipo  de 
carga  a  aplicar. 

Daremos  una  introduccion  al  tema  con  vigas  sencillas  y  considerando  cargas  permanentes  (g)  y  cargas 
moviles  uniformemente  repartidas  (p).  Cargas  puntuales  P  deben  ser  tratadas  en  forma  especial  pero  con 
tecnicas  similares,  y  su  tratamiento  se  encuentra  en  la  amplia  bibliografia  sobre  el  tema. 


a)  Linea  de  Influencia  de  Reacciones: 
_(L-x)_1  x 


Pra  _ 


con  r| 


RA 


(L  +  Vl)_1 

L 


Pra  =1 
Pra  =  0 
rf  __V2 

Pra-  L 

Para  Ra  max  (1) 

_  1  f  L  +  Vj 


R  p 

A  max 


Para  R 


A  min 


(2) 


Rp 

^  A  min 


1 


V  Ly 


(l  + v,)p=  2Pl(l 


P  2 

,v2.p  = - V? 

2L 


b)  Linea  de  Influencia  del  Esfuerzo  de 
Corte  (Qi):  sea  la  seccion  1,  para  x  =  a, 
con 

x  <  a  Qi=Rb  =  -^ 

^  „  L-x 

x  >  a  Q!  =RA  = - 

L 

Qlmax=^(v!2+b2)  (5) 


mnnnn](6) 
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Q 


1  min 


(6) 


-^vptb/] 

- 

1 

P 

IIIIIIIIII 

[IIIIIIIIIIIII 

(7) 

IIIIII 

(8) 

(8) 

iiiiii 

a*b/L 


c)  Linea  de  Influencia  del  Momento  Flector 
(Mfi),  con  Mf!  >  0,  fibra  traccionada  abajo. 


x  <  a 

Mf,=RB 

.b=*b 

L 

x  >  a 

Mf ,  =  R  A 

a.b 

(L-x) 

.a  =  a 

L 

Mflmax 

=  PT 

(7) 

=  — —  (v 
2L  V 

!2.b  +  v22.a) 

(8) 

Dado  que  a  y  b  son  funciones  de  a  (coordenadas  de  1),  la  funcion  Mf,  max  es  cuadratica  en  a  y  derivable 
con  la  cual  podemos  hallar  el  punto  1  que  nos  da  el  maximo  Mfmax  . 


dMflmax 

da 


d  f  P  „  A  „\\_P 
da 


=^[(L-a)-a]=^(L-2a)=0 

\Z  J  Z  Z 


a  = 


Punto  medio  del  tramo  donde  sera: 


Mf, , 


1  L  L  p.L- 

-P - = - 

2  2  2  8 


6 . 5.  2  DIAGRAMA  ENVOLVENTE 


.  (+)  x\ 

K 

()\ 

V) 

\ 

a)  Esfuerzo  de  corte  Q: 

Qmax=^(v12+(L-a)2) 

a  =  0  Qmax=^(vi2+L2) 

a  =  L  Qmax=^(vi2) 

Qmin  =  (a~  +V2~) 

a  =  0  Qmin=-^(V) 

a  =  L  Qmm=-^(L2+v22) 

En  los  voladizos: 
a  =  0  Qmin=-PVi 

a  =  L  Qmax=PV2 


A' 


B' 


A" 

B" 

A’" 

B'" 


Si  al  diagrama  de  carga  movil  p  le  agregamos  el 
diagrama  de  corte  Q,  para  la  carga  permanente  g,  se 
obtiene  el  diagrama  final  envolvente  con  los  Qmax  y  los 
Qmin  en  todas  las  secciones  de  la  viga. 
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El  diagrama  de  envolvente  para  una  carga  p  es  de 
inmediata  deduccion,  al  igual  que  la  carga  g 
permanente. 

El  diagrama  envolvente  final  para  Mfmin  y  Mfmax 
seran  debido  a  las  cargas: 

Mfmin  :  Voladizos:  g  +  p 

Tramo:  g 

Mfmax:  Voladizos:  g 

Tramo:  g  +  p 


Diagrama  envolvente  (p  +  g) 


6 . 6.  1  ESTRUCTURA  HIPERES TATICA 

Analicemos  la  viga  continua  de  la  figura,  y  estudiemos  en  funcion  de  las  llneas  de  influencia  los  estados 
de  carga  para  que  se  den  solicitaciones  maximas  y  mlnimas.  En  el  tramo  BC  y  en  el  apoyo  C. 


Section  en  apoyo  C  (der.) 
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6 . 6.  2  DIAGRAMA  ENVOLVENTE 


Las  cargas  a  aplicar  para  esfuerzos  maximos  o  mlnimos  en  los  distintos  casos  son  los  siguientes: 
a)  Momentos  Flectores  Section  en  tramo  BC 


Mfm 


Mfm 


Section  en  apoyo  C 
Mf,™* 


b)  Esfuerzos  de  Corte 


Mfm 


Section  en  tramo  BC 

Qmax 


Qmin 

Section  en  apoyo  C  (izq.) 
Qmax 

Qmin 

Section  en  apoyo  C  (der.) 

Qmax 

Qmin 


En  los  casos  vistos  se  deben  adicionar  a  las  cargas  p  las  cargas  permanentes  g  (peso  propio,  etc.). 

Por  ultimo  a  modo  de  ejemplo  intentaremos  explicitar  que  ocurrirla  con  los  diagramas  envolventes  de 
los  momentos  flectores  para  la  viga  de  cuatro  tramos  simetrica,  haciendo  la  salvedad  de  que  los  rnismos 
son  una  aproximacion  docente. 
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